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In the topological theory of hexagonal systems, the numbers of Kekulé 
structures or perfect matchings play an important role for computation of 
resonance energies and the Pauling bond orders of benzenoid hydrocarbons. 
In this paper, we consider the problem of ordering catacondensed 
hexagonal systems with smaller numbers of Kekulé structures by their 
numbers of Kekulé structures. In chapter 2, we further study three classes 
of catacondensed hexagonal systems with smaller numbers of Kekulé 
structures mentioned in [15] and obtain some order relations among them. 
In chapter 3, we consider the unbranched catacondensed hexagonal systems 
with n  kinks which also have smaller numbers of Kekulé structures and 
give out the order relations among the above three classes of catacondensed 
hexagonal systems together with the unbranched catacondensed hexagonal 
systems with n  kinks. Meanwhile, the catacondensed hexagonal systems 
with the fifth up to the 12th smallest numbers of Kekulé structures are listed, 
which extends the result in [15]. 
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状六角系统的 Kekulé 结构的一系列计数问题。并且，I.Gutman 证明了具
有最少 Kekulé 结构的树状六角系统是线性多环同调系列（linear 
polycene homologous series）（[13]），A.T.Balaban 等人在六边形数目给
定的情况下，描述了那些具有最多 Kekulé 结构的六角系统（[14]）。在文
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同样具有较少 Kekulé 结构的树状六角系统，即恰有 n个拐点但无分支点的
树状六角系统，并给出了它与上述三类树状六角系统之间的序关系。进而
推广了文[15]中定理 4的结论，得到了当六边形数目大于等于 18 时具有第
五小到第十二小 Kekulé 结构数的那些树状六角系统，并根据具体的六边形
的数目，枚举了六边形数目小于 18 时具有较少 Kekulé 结构的树状六角系
统的排序。 
本文将用到下面的术语和记号。 
我们用 )(HK 表示一个六角系统H 具有的 Kekulé 结构的数目，用 hC
表示恰有 h个六边形的树状六角系统构成的集合。对于一个六角系统H ，
可以定义它的特征图(dualist graph) )(HD 如下：H 的一个六边形对应于




hC ⊆ hC 。
同时又称 'hC 为所有六角链组成的集合，而称 hC \
'
hC 为所有分支树状六角系
统组成的集合。设H ∈ hC ，对于H 中的一个六边形 s，若 s上有且仅有两
个连续的 2 度顶点，则称 s为H 的一个拐点；若 s上没有 2 度顶点，即它对
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示。给定两个树状六角系统 1H 和 2H ，其中 1H 上有两个相邻的 2 度顶点记
为u和 v， 2H 上有两个相邻的 2 度顶点记为u ′ 和 v′ ，那么这四个顶点可以
通过下面两种方式粘结在一起：(1)分别将u和u ′ ， v和 v′ 视为一个顶点从
而得到一个新的树状六角系统记为 1H : 2H ；(2)分别将u和 v′ ， v和u ′ 视为
一个顶点从而得到另一个新的树状六角系统记为 1(H : )2 ′H 。若 1H : 2H 与
1(H : )2 ′H 不同构，则称它们异构化（isoarithmic）。（[1]）换句话说，若两
个树状六角系统可以由同一对子系统 1H 和 2H 经上述两种方式粘结而成，
则它们是异构化的。（见[15]的图 2）同时，我们把恰有n个拐点, h个六边
形的六角链组成的集合记为 nhM （ 2+≥ nh ）；把恰有 n个分支点但没有拐
点的树状六角系统组成的集合记为 nhY （ 22 +≥ nh ）；把恰有一个拐点和一





中的元素为 ),( baL ，其中 1+=+ hba 且 2, ≥ba (相应地: ),,( cbaL ,其中
2+=++ hcba 且 2,, ≥cba ) 。 一 般 地 ， 记 集 合 nhM 中 的 元 素 为
),,,( 121 +nn aaaL Λ 或简化为 ),,,( 121 +naaaL Λ ，其中 nhaaa n +=+++ +121 Λ ，





),,( cbaB ，其中 2+=++ hcba 且 2,, ≥cba (相应地： ),,,,(2 edcbaB ，其中
4+=++++ hedcba 且 edcba ,,,, 2≥ )。记集合 hMY (相应地： hYM )中的元
素 为 ),,,( dcbaLB ( 相 应 地 : ),,,( dcbaBL ) ， 其 中 3+=+++ hdcba 且
2,,, ≥dcba 。集合 4hM ，
2






















),,,,(4 edcbaL , ,2,,,, ≥edcba             ),,,( dcbaBL , ,2,,, ≥dcba  
4−++++= edcbah                     3−+++= dcbah  
 
 
),,,( dcbaLB , ,2,,, ≥dcba             ),,,,(2 edcbaB , ,2,,,, ≥edcba   
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图 1： 集合 4hM , hYM , hMY 和
2






§ 2.1       引    理 
 
为了得到我们的主要结果，先给出下列引理。 
引理 1[1] 1)( += hLK h ； 1)),(( += abbaLK ； 
1)1)(1()),,(( +−−−= caabccbaLK ； 1)),,(( += abccbaBK 。 
引理 2[2] 设G是一个树状六角系统，若在G上粘结一个六边形 s得
到另一个树状六角系统 sG + ，则 )()( GKsGK >+ 。 
引理 3[15] 形如 ),( baL （ 1+=+ hba ）的所有树状六角系统可以按照
它们具有的 Kekulé 结构的数目从小到大依次排列如下： 
    ))1,(())2,3(())1,2(( 22 +<<−<− hhLKhLKhLK Λ 。 
引理 4[15] 集合 2hM 中的元素 )2,2,2( −hL 是集合
1' \ hh MC 中具有最少
Kekulé 结构的六角链。  
引理 5[15] 集合 hC \
'
hC 中具有最少 Kekulé 结构的元素是集合
1
hY 中
的 )2,2,2( −hB 。 
 设有四个树状六角系统分别为 '22
'
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由引理 4和引理 5的证明过程（见[15]），可以得到： 
推论 1 设一个树状六角系统 1H (或 2H )通过一次 −α 操作（或 −β 操
作）得到另一个树状六角系统 '1H (或
'
2H ),那么 )()( 1
'
1 HKHK < （或 <)(
'
2HK  




图 2    
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若记其中具有第 i小 Kekulé 结构数的元素为 iS ( Λ,2,1=i )，则 )(1 hLS = ， 
)1,2(2 −= hLS ， )2,3(3 −= hLS ， )2,2,2(4 −= hLS 。 
 
§ 2.2     排序的方法 
 
从公式 1)),(( += abbaLK （其中 1+=+ hba  且 2, ≥ba ）可见参数 a
和 b 中的任何一个，比如 b ,可以由 a和 h来表示。类似地，对于公式
1)1)(1()),,(( +−−−= caabccbaLK 和 1)),,(( += abccbaBK ，参数 a，b和 c
中的任何一个，比如 c，也可以由 a，b和 h来表示。因此，对于一个给定
的 h ,上述三个公式可以分别表示成 h的一次函数的形式。已知一次函数的
值完全由它的一次项系数和常数项的值确定，所以若要对两个不同的树状
六角系统按其具有的 Kekulé 结构的数目的大小进行比较，我们只须比较相
应的 Kekulé 结构数目的表达公式中的一次项系数和常数项的值。 
例如：假设有两个相异的树状六角系统 1H 和 2H ，相应的 Kekulé 结构
数目的表达公式为 iii yhxHK −=)( ， 2,1=i ，我们可以将它们比较如下： 
情形 1 21 xx ≠ 。不失一般性，可设 21 xx > 。  

























yyh ，那么 )()( 21 HKHK ≤ 。 
情形 2 21 xx = 。  
1) 如果 21 yy ≤ ，那么 )()( 21 HKHK ≥ ； 




















§ 2.3    集合 121 hhh YMM ΥΥ 中元素的一些序关系 
 
由引理 1可见，在公式 1)),(( += abbaLK 中， a和b对称。 类似地，
在公式 1)1)(1()),,(( +−−−= caabccbaLK  中， a和 c对称；在公式
=)),,(( cbaBK 1+abc 中，a，b，c对称。因此，在对称的意义下，我们只
须考虑集合 121 hhh YMM ΥΥ 中下列四种形式的树状六角系统： ),( baL ，
),,( cbaL ， ),,( bcaL ， ),,( cbaB 。根据引理 1，我们有：  
[ ]1)1())1,(( 11111 −−−=−+ aahaahaLK  
[ ] [ ]2)2)(1()1)1())2,,(( 22222222222 −+−+−−+−=−−+ bbabahbabahbaLK  
[ ]1)1)(1()),2,(( 3333333333 −−+−−=−−+ babahbabbahaLK  
[ ]1)2()),2,(( 3333333333 −−+−=−−+ babahbabbahaBK  
对于一个固定的整数 m ，当 11)1( 33221 +==+−= mbabaa 时,公式 
))1,(( 11 ahaLK −+ , ))2,,(( 2222 bahbaLK −−+ ， )),2,(( 3333 bbahaLK −−+
和 )),2,(( 3333 bbahaBK −−+ 有相同的一次项系数 1+m  ，此时称这些树状
六角系统具有指标 1)( += mhx 。由上节所述的排序方法，我们可以先对集
合 121 hhh YMM ΥΥ 中具有指标 1)( += mhx 的那些元素按其具有的 Kekulé 结
构的数目从小到大进行排序，并称之为 −m 序。  
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1+m 的元素是 )1,2( −hL ，所以我们只须考虑 2≥m 的情形。由引理 1中的
公式直接计算可得下面的引理 7，8和 9。  
引理 7 若 mbaab =′′= ， ba < ， 2>b 且 1−′≤ cc ，则下列不等式成立： 
)),1,(()),1,(()),1,(( cbaLKcabLKcbaLK ′+′′<+<+ 。 
证明： 由引理 1，我们有 
caabccaaccbacbaLK ++=++−+=+ )1()),1,(( 和
cbabccabLK ++=+ )),1,(( ， 
由于 ba < ，故不等式 )),1,(()),1,(( cabLKcbaLK +<+ 成立； 
同理，由于 baab ′′= 且 1−′≤ cc ， 
从而有 1)1()),1,(( −′++−′′′≤++=+ cbcbacbabccabLK  
accbaabccbabbaccba ′+′+′′′<−−−′+′′′=−+′′−′+′′′= 1)1(1  
)),1,(( cbaLK ′+′′= 。 
故结论成立。                                            □ 
引理 8 若 1+=′′= mbaab 且 1−′≤ cc ，则下列不等式成立：  
)),,(()),,(()),,(()),,(( bcaBKbcaLKbcaBKbcaLK ′′′<′′′<< 。 
证明：由引理 1可得：  
)),,((11)1)(1()),,(( bcaBKabcbaabcbaababcbcaLK =+<+−−−=++−= ， 
相应地，又有 ))',','(())',','(( bcaBKbcaLK < ； 
同理，因为 baab ′= 且 1−′≤ cc ，故有 
babacbabacbacababcbcaBK ′+′+′′−′′′<+′′−′′′=+−′≤+= 11)1(1)),,((  
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从而结论成立。                                          □ 
引理 9 当 11)1( +=′′=+− mbaba 时， )),,(( cbaLK ， )),,(( bcaLK ′′′ ， 
)),,(( bcaBK ′′′ 可从小到大排序如下： 
1) 若 baba ′+′≤+ ，则 )),,(()),,(()),,(( cbaLKbcaBKbcaLK <′′′<′′′ ； 
2) 若 1−′+′≥+ baba ，则 )),,((),,(()),,(( bcaBKbcaLKcbaLK ′′′<′′′< 。 
证明：由引理 8 知，不等式 )),,(()),,(( bcaBKbcaLK ′′′<′′′ 无论任何情
形下都成立。故只须验证 1)中第二个不等式和 2)中第一个不等式分别成
立。 
1）当 baba ′+′≤+ 时，由 2+=++ hcba 和 2+=′+′+′ hcba ，不难看
出 cc ′≥ 。又由 2≥a ，从而有 
[ ] )),,((1)1(11)),,(( cbaLKacbacbacbabcaBK =++−<+′′≤+′′′=′′′ ； 
2）当 1+′+′≥+ baba 时，由 2≥b ，有 
[ ] [ ] abahbaacbacbaLK +−−++−=++−= )2(1)1(1)1()),,((  
bbabahbabbabahba −+−′+′−′′−′′≤−+−+−−+−= 2)1)(1(2)2)(1(]1)1([  
))',',(()1)(1( bcaLKbabahba ′<−′+′−′′−′′≤ 。  
综上所述，结论成立。                                        □ 
引理 10  当 1)1( +=′′=−− mbaaab 时，集合 12 hh YM Υ 中具有指标
1)( += mhx 和最少 Kekulé 结构的元素是 ),2,( mhmL − 。 
证明：用反证法。假设引理不成立，设树状六角系统H是集合 12 hh YM Υ
中具有指标 1)( += mhx 的另一元素，且 )),2,(()( mhmLKHK −< 。 
若 2hMH ∈ ，可设 ),,( cbaLH = ，其中 1)1( +=−− maab ， 2>b ， 2, ≥ca
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[ ] 2)1()2()2()1()),,(( mhmbbamhmcbaLK −+<−+−+−+=  
)),2,(( mhmLK −= 。   
从而 )2)(1)(1(2 −−−>− bbaab 。再由 2≥a 和 2>b 易得出矛盾。 
若 1hYH ∈ ，可设 ),,( bcaBH ′′′= ，其中 1+=′′ mba ， 2,, ≥cba 且
2+=++ hcba 。类似地，也可得出矛盾。 
故结论成立。                                               □ 
注：公式 [ ] ]1)1([)1(1)1())1,(( 1111111 −−−+=−−−=−+ aahmaahaahaLK
表明，集合 1hM 中可能在 −m 序中出现的元素只有 ),1( mhmL −+ 。又由引理
10 可知，集合 12 hh YM Υ 中具有指标 1)( += mhx 和最少 Kekulé 结构的元素
是 ),2,( mhmL − 。再由推论 1，对于任意的整数 2≥m ，我们有 <−+ )),1(( mhmLK  
)),2,(( mhmLK − 。因此可知 −m 序中具有第一和第二少 Kekulé 结构的树
状六角系统分别是 ),1( mhmL −+ 和 ),2,( mhmL − 。所以下面我们只须考虑
−m 序中排在 ),2,( mhmL − 后面的那一部分。  
由假设 11)1( 3322 +==+− mbaba 亦即 mba =− )1( 22 和 133 += mba 可
知，可以根据整数m和 1+m 是否素数分别讨论。若m是素数，则当 22 >b 时，
形如 )2,,( 2222 bahbaL −−+ 的树状六角系统都不满足 mba =− )1( 22 ，故我
们只须对集合 2hM 中形如 ),,( bcaL ′′′ 的元素和集合
1
hY 中形如 ),,( bcaB ′′′ 的元
素进行排序。若 1+m 是素数，则集合 1hY 中不存在具有指标 1)( += mhx 的元
素，故我们只须对集合 2hM 中形如 ),,( cbaL 的元素进行排序。否则，即当整
数m和 1+m 都不是素数时，集合 12 hh YM Υ 中形如上述三种形式的元素都要
考虑。下面我们给出 −m 序中排在 ),2,( mhmL − 后面的那些树状六角系统之
间的序关系。 
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  mppp r ≤<<<= Λ212 ，则下列不等式成立： 
<−−++ ))1,1,(( 1111 qphqpLK <−−++ ))1,1,(( 1111 qphpqLK  
<−−++ ))1,1,(( 2222 qphqpLK ))1,1,(( 2222 qphpqLK −−++ <<Λ  
<−−++ ))1,1,(( rrrr qphqpLK ))1,1,(( rrrr qphpqLK −−++ 。 ………(a) 
证明：由引理 7直接可得。                                □ 
定理 2 若m是素数，设 jj qpm ′′=+1 ， tj ,,2,1 Λ=  ， 
  12 21 +≤′<<′<′= mppp tΛ ，则有下列不等式成立：  
<′′−′−+′ )),2,(( 1111 qqphpLK )),2,(( 1111 qqphpBK ′′−′−+′  
<′′−′−+′< )),2,(( 2222 qqphpLK )),2,(( 2222 qqphpBK ′′−′−+′  
<<Λ <′′−′−+′ )),2,(( tttt qqphpLK )),2,(( tttt qqphpBK ′′−′−+′ 。………（b) 
证明：由引理 8直接可得。                                □ 
定理 3 若m和 1+m 都不是素数，设 iiqpm = ， jj qpm ′′=+1 ，其中
ri ,,2,1 Λ= ，  mppp r ≤<<<≤ Λ212  ， tj ,,2,1 Λ= 且
 12 21 +≤′<<′<′≤ mppp tΛ ，则有如下结论： 
ⅰ) 当 jjii qpqp ′+′≤++ 1 时，其中 ri ,,2,1 Λ= ， tj ,,2,1 Λ= ，下列不
等式成立： 
<′′−′−+′ )),2,(( jjjj qqphpLK <′′−′−+′ )),2,(( jjjj qqphpBK  
<−−++ ))1,1,(( iiii qphqpLK ))1,1,(( iiii qphpqLK −−++ ；      
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<−−++ ))1,1,(( iiii qphqpLK <−−++ ))1,1,(( iiii qphpqLK  
<′′−′−+′ )),2,(( jjjj qqphpLK )),2,(( jjjj qqphpBK ′′−′−+′ ；   …………(c) 
其中 ))1,1,(( iiii qphqpLK −−++ 和 ))1,1,(( iiii qphpqLK −−++ 之间的大
小关系满足(a)中的不等式，而 )),2,(( jjjj qqphpBK ′′−′−+′ 和
)),2,(( jjjj qqphpLK ′′−′−+′ 之间的大小关系满足(b)中的不等式。 
证明： 定理 1和 2已经验证了(a)和(b)中的那些不等式。再由引理 9
直接可得(c)中关于 (*,*,*))(LK 与 (*,*,*))(BK 之间的大小关系的那些不等
式。                                                       □ 
对于一个固定的整数m，由定理 1，2和 3就可以确定出 −m 序。若记
集合 121 hhh YMM ΥΥ 中分别具有指标 1,,3,2)( += mhx Λ 的那些树状六角系
统按其具有的 Kekulé 结构的数目从小到大排出的序为 −*m 序，则集合
121
hhh YMM ΥΥ 中某些元素的 −*m 序可以这样得到。 
首先，已知 −1 序中只有一个元素 )1,2( −hL ， −2 序为 <− ))2,3(( hLK  
))2,2,2(( −hLK ，从而可得 −*2 序如下： 
))2,2,2(())2,3(())1,2(( −<−<− hLKhLKhLK 。  
其后，考虑 −3 序中的树状六角系统。对于一个给定的六边形数目 h，
我们可以将 −3 序中出现的树状六角系统按其具有的 Kekulé 结构的数目从
小到大插入到 −*2 序中，从而可将 −*2 序扩展为 −*3 序。一般来说，假设
已经得到 −*m 序 )3( ≥m ，那么我们可以将 −+ )1(m 序中出现的树状六角系
统插入到 −*m 序中进而得到 −+ *)1(m 序。上述过程可以根据 h的值进行下
去。在此同时，我们还会发现某些树状六角系统虽然互相之间并不同构，
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